
การวิเคราะหการเสียรูปมากแบบสองมิติของอุปกรณกานเจาะโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
2D LARGE DEFORMATIONS ANALYSIS OF DRILL STRING BY 

FINITE ELEMENT METHOD 

ฉัตรชยั จนัทรอนิทร 1 

สัญชยั มติรเอม 2 

กอโชค จนัทวรางกูร 3 

1 นักศึกษาปริญญาโท มหาวทิยาลัยเกษตรศาสตร, g4765207@ku.ac.th 
2 ผูชวยศาสตราจารย มหาวทิยาลัยเกษตรศาสตร, fengscm@ku.ac.th 
3 ผูชวยศาสตราจารย มหาวทิยาลัยเกษตรศาสตร, fengkcc@ku.ac.th 

บทคัดยอ : บทความนี้นําเสนองานวิจัยเรื่อง การวิเคราะหการเสียรูปมากแบบสองมิติของอุปกรณกานเจาะโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
วัตถุประสงคของงานวิจัยน้ีเพ่ือที่จะทํานายวิถีการเจาะของหลุมเจาะและหาความเบี่ยงเบนจากแนวดิ่ง ในการศึกษากรณีระนาบ 2 มิติ จะ 
ใชทฤษฎีของเคอรชอฟเพื่อจําลองรูปแบบของตัวอุปกรณกานเจาะ และคํานวณการเสียรูปของแทงวัตถุที่มีน้ําหนักบรรทุกกระทําโดยใช 
วิธีไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับ วิธีผลตางสืบเนื่อง วิธีงานพลังงาน และวิธีวิเคราะห สําหรับกรณีหลุมเจาะแบบโคงวงกลมแรงที่ใช 
ในขบวนการเจาะจะเปนตัวกําหนดแนววิถีการเจาะที่ตองการ 

ABSTRACT : This paper present a research entitled as 2D large deformations analysis of drill string by finite element method. The 
objective of  this  research  is to predict  the borehole trajectory and known initial deviation  from vertical direction. In  this study,  the 
planar  case  using Kirchhoff’s  theory  to model  drill  string,  and  compute  deformation  of  rod  subject  to  loads  using  finite  element 
method  comparison  with  finite  different  method,  potential  energy  method  and  analytical  method.  For  circular  borehole  case 
calculates force required to advance a drilling system assuming trajectory of bit is known. 

KEYWORDS : Large deformations, Drill string, Borehole trajectory, Kirchhoff’s theory, Finite element method 

1.  บทนํา 
ในการเจาะสํารวจแหลงน้ํามันและกาชทั่วโลก เมื่อทําการขุด 

เจาะไปเรื่อยๆ จะเปนการยากที่จะทําการเจาะไปหาแหลงกักเก็บ 
ในทิศทางตามแนวดิ่ง โดยสวนใหญทิศทางการเจาะจะไมเปนไป 
ตามแนวดิ่งเมื่อทําการขุดเจาะจากผิวบนลงไป ทําใหไมสามารถ 
ทําการเจาะไปหาแหลงกักเก็บในทิศทางตามเปาหมายได ดังภาพ 

ที่ 1 เทคนิคที่ใชในการเจาะจะเปนไปตามทิศทางแนววิถีโคง ซึ่ง 
จะใชทํานายทิศทางการเจาะไปหาแหลงกักเก็บตามเปาหมาย ซึ่ง 
เรียกวา  “เทคนิคการเจาะแบบเปนมุม เอียงไปจากแนวดิ่ ง 
(Directional Drilling)” 

ในการคํานวณหาการเจาะแบบเปนมุมเอียงไปจากแนวดิ่ง 
จําเปนตองมีความรูเก่ียวกับความสัมพันธระหวางหัวเจาะกับหิน 

การประชุมวิชาการวิศวกรรมโยธาแหงชาติครั้งที่ ๑๒  โรงแรมอมรินทรลากูน จ.พิษณุโลก 2-4 พฤษภาคม 2550
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และกลศาสตรทางวิศวกรรม สาเหตุที่หลุมเจาะเบนออกแนวดิ่ง 
เนื่องจากความยืดหยุนของอุปกรณกานเจาะ และความสัมพันธ 
ระหวางแรงที่กระทําบนหัวเจาะและการหมุนของหัวเจาะ (โดย 
เฉล่ีย) รวมถึงความสัมพันธระหวางมุมโกงที่เก่ียวของกับแนว 
หลุมเจาะ 

ภาพที่ 1 อุปกรณกานเจาะในหลุมเจาะกรณีเบนออกแนวดิ่ง 

นอกจากน้ีการที่ตัวกานเจาะถูกควบคุมทิศทางการเจาะดวย 
ตัวควบคุมเสถียรภาพ (Stabilizers) เปนสาเหตุหนึ่งที่ทําอุปกรณ 
กานเจาะเบี่ยงเบนไปจากแนวเดิม ดังนั้นกอนการเจาะทุกคร้ังเพื่อ 
ความถูกตองจะตองมีการวางแนวการเจาะกอนทุกคร้ังเสมอ 
เพ่ือใหสามารถออกแบบหรือเลือกใชชุดอุปกรณกานเจาะซึ่ง 
ประกอบดวย Drill  Bit,  Drill  Collar  และ BHA  (Bottom  Hole 
Assembly) ใหเหมาะสมกับพ้ืนที่ 

2.  ทฤษฎทีี่เกี่ยวของ 
การศึกษาการเสียรูปของแทงวัตถุ (Rod) แบบยืดหยุน มีมา 

ยาวนานในอดีต ตั้งแตศตวรรษที่18  เมื่อออยเลอร ศึกษาปญหา 
ของแผนอีลาสติกา และทฤษฎีของเคอรชอฟถูกสรางข้ึน ในป 
ค.ศ. 1859 ซึ่งจะครอบคลุมถึงปญหาในกรณี 3 มิติ จากสมมุติฐาน 
ของเคอรชอฟ จะสมมุติวาตัวแทงวัตถุ ไมรับแรงดึงภายนอกและ 
ไมคิดการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือน ดั้งนั้นจึงพิจารณาเฉพาะ 
โมเมนตและการบิด ในป 1909  Cosserat  ไดเสนอแบบจําลอง 
เคอรชอฟ ซึ่งคิดผลเนื่องจากแรงดึงจากภายนอกกับการเสียรูป 
เนื่องจากแรงเฉือนที่ทําใหตัวแทงวัตถุเสียรูป จากความสัมพันธ 
ดังกลาวสามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการอนุพันธแบบไมเชิง 
เสน (Nonlinear Differential  Equation)  เมื่อพิจารณาปญหาของ 
แทงวัตถุงอ (Rod  Bent)  ซึ่งมีพฤติกรรมการเสียรูปมาก (Large 
Deformations) ดังภาพที่ 2 

จะไดวาสมการควบคุม (Governing equation) ของปญหานี้คือ 
0 ) x ( F ) x ( EI  1 = + θ ′ ′  (1) 

ภาพที่ 2 การเสียรูปของแผนวัตถุ 

3.  ผลการวิจัย 
สําหรับในงานวิจัยนี้ จะทําการวิเคราะหการเสียรูปมากของ 

อุปกรณก าน เจาะแบบสองมิติ   โดยใชทฤษฎี  Continuum 
Mechanics และวิธีไฟไนเอลิเมนต เปนหลักในการวิเคราะห โดย 
เริ่มตนพิจารณาจากปญหาเบื้องตนทางอีลาสติกา ไปจนถึง 
รูปแบบปญหาที่มีความซับซอนข้ึน แลวนําผลการศึกษาที่ไดมา 
เปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิมที่เคยศึกษาเอาไว ในการวิเคราะห 
สามารถแบงรูปแบบของปญหาที่ทําการศึกษาไดเปน 3 กรณี 

3.1 กรณีคิดน้ําหนักกระทําเปนจุดที่ปลาย 
ตัวอยางของปญหานี้ จะสมมติใหน้ําหนักแทงวัตถุมีน้ําหนัก 

เบามาก ซึ่งจะไมจําเปนตองคาน้ําหนักแผกระจายของตัวแทงวัตถุ 

ภาพท่ี 3 รูปแบบปญหาทางอีลาสติกาเบื้องตน 

จากสมการที่ (1) สามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันแปรผัน 
(Variational Function) 

( )  h 
2 

L 

0 

P dx ) x ( EI 
2 
1 

δ − θ′ = Π ∫  (2) 

เมื่อ  h δ  คือการเคล่ือนตัวในแนวราบ 

∫ θ − = δ 
L 

0 
h  dx ) x ( cos L  (3) 

BHA
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ใชการลดรูปของพารามิเตอร 

EI 
L ~ ⋅ Π 

= Π  (4) 
เมื่อ 

EI 
PL , 

L 
x  2 

2 = λ = ξ  (5) 

โดยที่  2 λ  คือพารามิเตอรที่แรงกระทําตอแทงวัตถุ 

จากสมการที่ (2) จะไดวา 
( ) ( ) ( )  2 

1 

0 

2 2  d cos 
2 
1 ~ 

λ − ξ 
 
 
 

 
 
 ξ θ λ + ξ θ′ = Π ∫  (6) 

สภาวะขอบเขตของปญหา (Boundary Condition) 
0 ) 0 ( = θ  และ  0 ) 1 ( = θ′  (7) 

เงื่อนไขที่ปลายของปญหา  0 ) 1 ( = θ′  สามารถเขียนไดในรูปของ 
0 

2 
4 3 

) 1 (  2 i 1 i i =   
 

 
  
 

 
∆ 

θ + θ − θ 
= θ′ − −  (8) 

เพิ่มเงื่อนไขที่ปลายของปญหา โดยใชตัวคูณลากรองจ 
(Lagrangian Multipliers) 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 d cos 
2 
1 ~ 

1 
2 

1 

0 

2 2 θ′ λ + λ − ξ 
 
 
 

 
 
 ξ θ λ + ξ θ′ = Π ∫  (9) 

วิเคราะหหาผลเฉลยโดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตบนรากฐานของ 
วิธีการแปรผัน 
ข้ันที่ 1 ทําการแบงขอบเขตเนื้อที่ของปญหาที่กําหนดใหออกเปน 
เอลิเมนตยอยๆ โดยกําหนดใหแตละเอลิเมนตมีขนาดเทากัน 

ภาพท่ี 4 การแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ 

ข้ันที่ 2 ทําการเลือกลักษณะของฟงกชันการประมาณภายในเอลิ 
เมนตพรอมทั้งสรางฟงกชันแปรผันสําหรับแตละเอลิเมนต 

ภาพที่ 5 การสรางฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตที่ใชคือ 
j R i L  N N θ + θ = θ  (10) 

ข้ันที่ 3 ทําการหาคาต่ําสุดของฟงกชันแปรผันโดยเก่ียวของกับตัว 
ไมรูคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้นๆ นั่นคือ 

0 
~ 

i 

= 
θ ∂ 
Π ∂  (11) 

ข้ันที่  4  ทําการรวมสมการของทุกๆ เอลิเมนตเขาดวยกัน 
กอใหเกิดสมการระบบรวมในรูปแบบ 

{ } { } F ] K [ = θ  (12) 

ข้ันที่ 5 หาผลเฉลยของสมการโดยวิธีนิวตัน-ราฟสัน 

ทําการวิเคราะหโดยแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํานวน 
20  เอลิเมนต  นําผลการคํานวณที่ไดไปเปรียบเทียบกับวิธีเชิง 
ตัวเลขจากงานวิจัยในอดีต เชนวิธีงานพลังงาน (PDM) จะไดวา 

0.0 

0.5 

1.0 
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ภาพที่ 6 กราฟ Rotation Vs Arc-length parameter 

0.0 

1.0 

2.0 

3.0 

4.0 

5.0 

0.0  0.2  0.4  0.6  0.8  1.0 
ภาพที่ 7 กราฟ Curvature Vs Arc-length parameter 

* ขอมูลเชิงตัวเลขบางสวนอางอิงจากงานวิจัยของ S. Mitaim และ E. 
Detournay, 2004 

…… FEM 
------ PDM 

…… FEM 
------ PDM 

6686 . 2 2 = λ 

6686 . 2 2 = λ 

4376 . 3 2 = λ 

4376 . 3 2 = λ 

7605 . 5 2 = λ 

7605 . 5 2 = λ 

) (ξ θ′ 

ξ 

ξ 

) (ξ θ

- NCCE12 - Volume 3 (GTE) - Page 185 -



ตารางท่ี 1 ผลการศึกษาเปรียบเทียบคามุมโกง (Rotation) และคาความโคง 
(Curvature) ที่ระยะความโคง (Arc-length) ท่ีตําแหนงตางๆ 

วิธีการ  i ξ = λ 2 

2.6686 
= λ 2 

3.4376 
= λ 2 

5.7605 
Exact 
FEM 
FDM 

1/3  0.3966 
0.3955 
0.3980 

0.8213 
0.8210 
0.8221 

1.340 
1.340 
1.341 

Exact 
FEM 
FDM 

2/3  0.6824 
0.6806 
0.6846 

1.380 
1.380 
1.381 

2.122 
2.122 
2.122 

) (ξ θ 

Exact 
FEM 
FDM 

1  0.7854 
0.7832 
0.7879 

1.571 
1.570 
1.572 

2.356 
2.357 
2.357 

Exact 
FEM 
FDM 

0  1.250 
1.250 
1.255 

2.622 
2.621 
2.625 

4.435 
4.435 
4.441 

Exact 
FEM 
FDM 

1/3  1.072 
1.070 
1.075 

2.164 
2.164 
2.166 

3.284 
3.285 
3.285 

) (ξ θ′ 

Exact 
FEM 
FDM 

2/3  0.6066 
0.6050 
0.6084 

1.142 
1.142 
1.142 

1.455 
1.455 
1.453 

* เม่ือ Exact คือวิธีเชิงวิเคราะห และFDM คือวิธีผลตางสืบเน่ือง 

3.2 กรณีทีค่ิดน้ําหนักบรรทุกแผกระจายสม่ําเสมอ 
ตัวอยางของปญหานี้ จะวิเคราะห BHA ซึ่งมีน้ําหนักบรรทุก 

ของตัวเองกระทํา ลักษณะของปญหาจะเปนการวิเคราะหปญหา 
การเสียรูปมาก ของแทงวัตถุยื่นมีน้ําหนักบรรทุกแผกระจาย 
สม่ําเสมอกระทํา ตามภาพที่ 8 โดยมีสภาวะขอบเขตของปญหา 
เชนเดียวกับกรณีน้ําหนักกระทําเปนจุดที่ปลาย 

ภาพที่ 8 แทงวัตถุยื่นมีนํ้าหนักบรรทุกแผกระจายสม่ําเสมอ 

สามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันแปรผัน 
( ) ( ) ( )dx x wx dx x EI 

2 
1  L 

0 
1 

L 

0 

2 ∫ ∫ − θ′ = Π  (13) 

ใชการลดรูปของพารามิเตอร 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 d d sin w ~ d 
2 
1 ~ 

1 

1 

0  0 

1 

0 

2 θ′ λ + ξ ξ ξ θ − ξ ξ θ = Π ∫ ∫ ∫ 
ξ 

(14) 

เมื่อ 

EI 
wL w ~ 

3 

=  (15) 

ทําการวิเคราะหโดยแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํานวน 
20 เอลิเมนต เมื่อพิจารณาที่คาน้ําหนักบรรทุกตางๆ ดังนี้  1 w ~ =  , 5 
และ 10 ตามลําดับ 
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ภาพที่ 9 กราฟ Rotation Vs Arc-length parameter 
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ภาพท่ี 10 กราฟ Curvature Vs Arc-length parameter 

3.3 กรณีรูปแบบการเคลือ่นทีข่อง BHA ในหลุมเจาะโคง 
วงกลม 
ในงานวิจัยน้ีจะพิจารณากรณีที่แทงตรง BHA มีน้ําหนักของ 

ตัวเองกระทํามีคาเทากับ w  ซึ่ง BHA จะประกอบดวยตัวควบคุม 
เสถียรภาพ (Stabilizer) ที่ปลาย  ) 0 x ( =  และหัวเจาะที่เคล่ือนที่ 
ไปตามตําแหนงตางๆ  ) L x ( =  ในที่นี้จะสมมุติหัวเจาะเคล่ือนที่ 

…… FEM 
------ PDM 

…… FEM 
------ PDM 

10 w ~ = 

5 w ~ = 

1 w ~ = 

10 w ~ = 

5 w ~ = 

1 w ~ = 

) (ξ θ′ 

ξ 

) (ξ θ

- NCCE12 - Volume 3 (GTE) - Page 186 -



ภายในหลุมเจาะวงกลมตามวิถีโคงตามภาพที่ 11 จากพิกัดอางอิง 
{ } 1 3  e , e  ตําแหนงแนวโคงกลางของหลุมเจาะและมุมโกงเปนไป 
ตามรูป จุดประสงคของปญหานี้เพ่ือวิเคราะหการเสียรูปของตัว 
แทงตรง BHA เมื่อกําหนดแรงที่ใชในการเจาะเปนตัวที่ทราบคา 

ภาพที่ 11 การเคลื่อนที่ของ BHA ในหลุมเจาะโคงวงกลม 

แรงที่ใชในขบวนการเจาะหาไดจากสมการ 

0 
3 

V K F 
Ω 

=  (16) 

เมื่อ  3 F  คือ แรงที่กระทําจากหัวเจาะกระทําบนหิน 
V  คือ เวกเตอรความเร็วของหัวเจาะ (Rate of penetration) 
0 Ω  คือ ความเร็วเชงิมุมในการเจาะ 

K  คือ ความสัมพันธระหวางแรงกระทําบนหัวเจาะและ 
อัตราการเจาะซึ่งสามารถหาไดจากในหองปฏบิตัิการ 

สามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันแปรผัน 
( ) ( ) ( ) ) L L ( sin F L cos F dx wx dx x EI 

2 
1 

1 0 3 3 0 3 

L 

0 
3 

2 
L 

0 

− θ − θ − + θ = Π ∫ ∫  (17) 

เมื่อ 

 
 
 

 
 
 
 

 
θ − = ∫ 

x 

0 
3 3  dx ) x ( cos L x  (18) 

dx ) x ( cos L 
L 

0 
3 ∫ θ =  และ  ∫ θ = 

L 

0 
1  dx ) x ( sin L  (19) 

ใชการลดรูปของพารามิเตอร 

( ) ( ) ξ  
 
 

 
 
 
 

 
ξ ξ θ − + ξ ξ θ′ = Π ∫ ∫ ∫ 

ξ 

d ) d ) ( cos L ~ w ~ d 
2 
1 ~  1 

0  0 
3 

1 

0 

2 

( ) ) L ~ 1 ( sin F L ~ cos F k  1 0 3 3 0 3 1 − θ − θ −  (20) 

เมื่อ 

EI 
wL w ~ 

3 

=  , 
EI 
L k 
2 

1 =  และ 
L 
a 0 = α  (21) 

ξ ξ θ = ∫  d ) ( cos L ~ 
1 

0 
3  หรือ  ) sin (sin L ~  0 L 3 θ − θ α =  (22) 

∫ ξ ξ θ = 
1 

0 
1  d ) ( sin L ~  หรือ  ) cos (cos L ~  L 0 1 θ − θ α =  (23) 

เพิ่มเงื่อนไขเนื่องจากการเจาะแบบโคงวงกลม โดยเขียนอยูในรูป 
ของตัวคูณลากรองจ (Lagrangian Multipliers) 

( )  
 
 

 
 
 
 

 
θ α − ξ ξ θ + θ α λ ∫  L 

1 

0 
0 1  sin d cos sin 

( )  
 
 

 
 
 
 

 
θ α + ξ ξ θ + θ α − λ ∫  L 

1 

0 
0 2  cos d sin cos  (24) 

สภาวะขอบเขตของปญหา (Boundary Condition) 
0 ) 0 ( θ = θ  (25) 

วิเคราะหโดยแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํานวน 50 เอลิ 
เมนต โดยกําหนดใหพารามิเตอรที่ใชในการวิเคราะหมีคาดังนี้ 

1 = α  ,  70 L = θ  องศา,  1 k 1 =  และ  5 F 3 = 
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ภาพที่ 12 กราฟ Rotation Vs Arc-length parameter 
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ภาพท่ี 13 กราฟ Curvature Vs Arc-length parameter 
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ภาพที่ 14 ทิศทางการเสียรูปของอุปกรณกานเจาะ 

4.  สรุปผล 
จากผลการวิจัยที่ไดเมื่อวิเคราะหการเสียรูปของแทงวัตถุใน 

กรณีตางๆ ซึ่งคาที่ไดจะอยูในรูปของคามุมโกง (Rotation) และ 
คาความโคง (Curvature) เทียบกับความยาวสวนโคงที่ระยะตางๆ 
ซึ่งคาที่ไดนั่นเมื่อเทียบกับวิธีเชิงตัวเลขตางๆ ไมวาจะเปนวิธีเชิง 
วิเคราะห วิธีงานพลังงาน วิธีผลตางสืบเนื่อง จะไดวาในกรณีที่ 

คิดน้ําหนักกระทําเปนจุดที่ปลายและกรณีคิดน้ําบรรทุกกระทําแผ 
กระจายสม่ําเสมอ เมื่อนําผลเฉลยที่ไดจากการวิเคราะหไปเปรียบ 
กับวิธีเชิงตัวเลขอ่ืนๆ ดังที่ไดแสดงในกราฟและตารางจะไดวา 
คาที่ไดจากการวิเคราะหโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีคาใกลเคียงกับ 
วิธีอื่นๆ สําหรับกรณีรูปแบบการเคล่ือนของ BHA ในหลุมเจาะ 
โคงวงกลม คาน้ําหนักบรรทุกที่สมมุติใหกระทําเปนบวกจะ 
หมายถึงน้ําหนักบรรทุกของตัว BHA ที่กระทําใหเกิดการโกงตัว 
สําหรับกรณีที่แทนคาน้ําหนักบรรทุกเปนลบจะหมายถึงกรณีซึ่ง 
เกิดจากแรงที่ผิวสัมผัสกระทําระหวางหินกับตัวอุปกรณกานเจาะ 

ในงานวิจัยน้ีจะเปนการวิเคราะหรูปแบบการเจาะเบี้องตนซึ่ง 
จะพิจารณาในกรณีที่วัตถุอยูในระนาบ 2 มิติ ซึ่งคามุมโกงหรือคา 
ความโคงที่ไดจะเปนตัวบอกถึงการเสียรูปของอุปกรณกานเจาะ 
วามีความเบี่ยงเบนไปจากทิศทางการเจาะเทาใด 
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