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บทคัดยอ : บทความนี้นําเสนองานวิจัยเรื่อง การวิเคราะหการเสียรูปมากแบบสองมิติของอุปกรณกานเจาะโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
วัตถุประสงคของงานวิจัยน้ีเพ่ือที่จะทํานายวิถีการเจาะของหลุมเจาะและหาความเบี่ยงเบนจากแนวดิ่ง ในการศึกษากรณีระนาบ 2 มิติ จะ 
ใชทฤษฎีของเคอรชอฟเพื่อจําลองรูปแบบของตัวอุปกรณกานเจาะ และคํานวณการเสียรูปของแทงวัตถุที่มีน้ําหนักบรรทุกกระทําโดยใช 
วิธีไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับ วิธีผลตางสืบเนื่อง วิธีงานพลังงาน และวิธีวิเคราะห สําหรับกรณีหลุมเจาะแบบโคงวงกลมแรงที่ใช 
ในขบวนการเจาะจะเปนตัวกําหนดแนววิถีการเจาะที่ตองการ 

ABSTRACT : This paper present a research entitled as 2D large deformations analysis of drill string by finite element method. The 
objective of  this  research  is to predict  the borehole trajectory and known initial deviation  from vertical direction. In  this study,  the 
planar  case  using Kirchhoff’s  theory  to model  drill  string,  and  compute  deformation  of  rod  subject  to  loads  using  finite  element 
method  comparison  with  finite  different  method,  potential  energy  method  and  analytical  method.  For  circular  borehole  case 
calculates force required to advance a drilling system assuming trajectory of bit is known. 

KEYWORDS : Large deformations, Drill string, Borehole trajectory, Kirchhoff’s theory, Finite element method 

1.  บทนํา 
ในการเจาะสํารวจแหลงน้ํามันและกาชทั่วโลก เมื่อทําการขุด 

เจาะไปเรื่อยๆ จะเปนการยากที่จะทําการเจาะไปหาแหลงกักเก็บ 
ในทิศทางตามแนวดิ่ง โดยสวนใหญทิศทางการเจาะจะไมเปนไป 
ตามแนวดิ่งเมื่อทําการขุดเจาะจากผิวบนลงไป ทําใหไมสามารถ 
ทําการเจาะไปหาแหลงกักเก็บในทิศทางตามเปาหมายได ดังภาพ 

ที่ 1 เทคนิคที่ใชในการเจาะจะเปนไปตามทิศทางแนววิถีโคง ซึ่ง 
จะใชทํานายทิศทางการเจาะไปหาแหลงกักเก็บตามเปาหมาย ซึ่ง 
เรียกวา  “เทคนิคการเจาะแบบเปนมุม เอียงไปจากแนวดิ่ ง 
(Directional Drilling)” 

ในการคํานวณหาการเจาะแบบเปนมุมเอียงไปจากแนวดิ่ง 
จําเปนตองมีความรูเก่ียวกับความสัมพันธระหวางหัวเจาะกับหิน 

การประชุมวิชาการวิศวกรรมโยธาแหงชาติครั้งที่ ๑๒  โรงแรมอมรินทรลากูน จ.พิษณุโลก 2-4 พฤษภาคม 2550
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และกลศาสตรทางวิศวกรรม สาเหตุที่หลุมเจาะเบนออกแนวดิ่ง 
เนื่องจากความยืดหยุนของอุปกรณกานเจาะ และความสัมพันธ 
ระหวางแรงที่กระทําบนหัวเจาะและการหมุนของหัวเจาะ (โดย 
เฉล่ีย) รวมถึงความสัมพันธระหวางมุมโกงที่เก่ียวของกับแนว 
หลุมเจาะ 

ภาพที่ 1 อุปกรณกานเจาะในหลุมเจาะกรณีเบนออกแนวดิ่ง 

นอกจากน้ีการที่ตัวกานเจาะถูกควบคุมทิศทางการเจาะดวย 
ตัวควบคุมเสถียรภาพ (Stabilizers) เปนสาเหตุหนึ่งที่ทําอุปกรณ 
กานเจาะเบี่ยงเบนไปจากแนวเดิม ดังนั้นกอนการเจาะทุกคร้ังเพื่อ 
ความถูกตองจะตองมีการวางแนวการเจาะกอนทุกคร้ังเสมอ 
เพ่ือใหสามารถออกแบบหรือเลือกใชชุดอุปกรณกานเจาะซึ่ง 
ประกอบดวย Drill  Bit,  Drill  Collar  และ BHA  (Bottom  Hole 
Assembly) ใหเหมาะสมกับพ้ืนที่ 

2.  ทฤษฎทีี่เกี่ยวของ 
การศึกษาการเสียรูปของแทงวัตถุ (Rod) แบบยืดหยุน มีมา 

ยาวนานในอดีต ตั้งแตศตวรรษที่18  เมื่อออยเลอร ศึกษาปญหา 
ของแผนอีลาสติกา และทฤษฎีของเคอรชอฟถูกสรางข้ึน ในป 
ค.ศ. 1859 ซึ่งจะครอบคลุมถึงปญหาในกรณี 3 มิติ จากสมมุติฐาน 
ของเคอรชอฟ จะสมมุติวาตัวแทงวัตถุ ไมรับแรงดึงภายนอกและ 
ไมคิดการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือน ดั้งนั้นจึงพิจารณาเฉพาะ 
โมเมนตและการบิด ในป 1909  Cosserat  ไดเสนอแบบจําลอง 
เคอรชอฟ ซึ่งคิดผลเนื่องจากแรงดึงจากภายนอกกับการเสียรูป 
เนื่องจากแรงเฉือนที่ทําใหตัวแทงวัตถุเสียรูป จากความสัมพันธ 
ดังกลาวสามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการอนุพันธแบบไมเชิง 
เสน (Nonlinear Differential  Equation)  เมื่อพิจารณาปญหาของ 
แทงวัตถุงอ (Rod  Bent)  ซึ่งมีพฤติกรรมการเสียรูปมาก (Large 
Deformations) ดังภาพที่ 2 

จะไดวาสมการควบคุม (Governing equation) ของปญหานี้คือ 
0 ) x ( F ) x ( EI  1 = + θ ′ ′  (1) 

ภาพที่ 2 การเสียรูปของแผนวัตถุ 

3.  ผลการวิจัย 
สําหรับในงานวิจัยนี้ จะทําการวิเคราะหการเสียรูปมากของ 

อุปกรณก าน เจาะแบบสองมิติ   โดยใชทฤษฎี  Continuum 
Mechanics และวิธีไฟไนเอลิเมนต เปนหลักในการวิเคราะห โดย 
เริ่มตนพิจารณาจากปญหาเบื้องตนทางอีลาสติกา ไปจนถึง 
รูปแบบปญหาที่มีความซับซอนข้ึน แลวนําผลการศึกษาที่ไดมา 
เปรียบเทียบกับงานวิจัยเดิมที่เคยศึกษาเอาไว ในการวิเคราะห 
สามารถแบงรูปแบบของปญหาที่ทําการศึกษาไดเปน 3 กรณี 

3.1 กรณีคิดน้ําหนักกระทําเปนจุดที่ปลาย 
ตัวอยางของปญหานี้ จะสมมติใหน้ําหนักแทงวัตถุมีน้ําหนัก 

เบามาก ซึ่งจะไมจําเปนตองคาน้ําหนักแผกระจายของตัวแทงวัตถุ 

ภาพท่ี 3 รูปแบบปญหาทางอีลาสติกาเบื้องตน 

จากสมการที่ (1) สามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันแปรผัน 
(Variational Function) 

( )  h 
2 

L 

0 

P dx ) x ( EI 
2 
1 

δ − θ′ = Π ∫  (2) 

เมื่อ  h δ  คือการเคล่ือนตัวในแนวราบ 

∫ θ − = δ 
L 

0 
h  dx ) x ( cos L  (3) 

BHA
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ใชการลดรูปของพารามิเตอร 

EI 
L ~ ⋅ Π 

= Π  (4) 
เมื่อ 

EI 
PL , 

L 
x  2 

2 = λ = ξ  (5) 

โดยที่  2 λ  คือพารามิเตอรที่แรงกระทําตอแทงวัตถุ 

จากสมการที่ (2) จะไดวา 
( ) ( ) ( )  2 

1 

0 

2 2  d cos 
2 
1 ~ 

λ − ξ 
 
 
 

 
 
 ξ θ λ + ξ θ′ = Π ∫  (6) 

สภาวะขอบเขตของปญหา (Boundary Condition) 
0 ) 0 ( = θ  และ  0 ) 1 ( = θ′  (7) 

เงื่อนไขที่ปลายของปญหา  0 ) 1 ( = θ′  สามารถเขียนไดในรูปของ 
0 

2 
4 3 

) 1 (  2 i 1 i i =   
 

 
  
 

 
∆ 

θ + θ − θ 
= θ′ − −  (8) 

เพิ่มเงื่อนไขที่ปลายของปญหา โดยใชตัวคูณลากรองจ 
(Lagrangian Multipliers) 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 d cos 
2 
1 ~ 

1 
2 

1 

0 

2 2 θ′ λ + λ − ξ 
 
 
 

 
 
 ξ θ λ + ξ θ′ = Π ∫  (9) 

วิเคราะหหาผลเฉลยโดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตบนรากฐานของ 
วิธีการแปรผัน 
ข้ันที่ 1 ทําการแบงขอบเขตเนื้อที่ของปญหาที่กําหนดใหออกเปน 
เอลิเมนตยอยๆ โดยกําหนดใหแตละเอลิเมนตมีขนาดเทากัน 

ภาพท่ี 4 การแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ 

ข้ันที่ 2 ทําการเลือกลักษณะของฟงกชันการประมาณภายในเอลิ 
เมนตพรอมทั้งสรางฟงกชันแปรผันสําหรับแตละเอลิเมนต 

ภาพที่ 5 การสรางฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตที่ใชคือ 
j R i L  N N θ + θ = θ  (10) 

ข้ันที่ 3 ทําการหาคาต่ําสุดของฟงกชันแปรผันโดยเก่ียวของกับตัว 
ไมรูคาที่จุดตอของเอลิเมนตนั้นๆ นั่นคือ 

0 
~ 

i 

= 
θ ∂ 
Π ∂  (11) 

ข้ันที่  4  ทําการรวมสมการของทุกๆ เอลิเมนตเขาดวยกัน 
กอใหเกิดสมการระบบรวมในรูปแบบ 

{ } { } F ] K [ = θ  (12) 

ข้ันที่ 5 หาผลเฉลยของสมการโดยวิธีนิวตัน-ราฟสัน 

ทําการวิเคราะหโดยแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํานวน 
20  เอลิเมนต  นําผลการคํานวณที่ไดไปเปรียบเทียบกับวิธีเชิง 
ตัวเลขจากงานวิจัยในอดีต เชนวิธีงานพลังงาน (PDM) จะไดวา 

0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

0.0  0.2  0.4  0.6  0.8  1.0 

ภาพที่ 6 กราฟ Rotation Vs Arc-length parameter 

0.0 

1.0 

2.0 

3.0 

4.0 

5.0 

0.0  0.2  0.4  0.6  0.8  1.0 
ภาพที่ 7 กราฟ Curvature Vs Arc-length parameter 

* ขอมูลเชิงตัวเลขบางสวนอางอิงจากงานวิจัยของ S. Mitaim และ E. 
Detournay, 2004 

…… FEM 
------ PDM 

…… FEM 
------ PDM 

6686 . 2 2 = λ 

6686 . 2 2 = λ 

4376 . 3 2 = λ 

4376 . 3 2 = λ 

7605 . 5 2 = λ 

7605 . 5 2 = λ 

) (ξ θ′ 

ξ 

ξ 

) (ξ θ
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ตารางท่ี 1 ผลการศึกษาเปรียบเทียบคามุมโกง (Rotation) และคาความโคง 
(Curvature) ที่ระยะความโคง (Arc-length) ท่ีตําแหนงตางๆ 

วิธีการ  i ξ = λ 2 

2.6686 
= λ 2 

3.4376 
= λ 2 

5.7605 
Exact 
FEM 
FDM 

1/3  0.3966 
0.3955 
0.3980 

0.8213 
0.8210 
0.8221 

1.340 
1.340 
1.341 

Exact 
FEM 
FDM 

2/3  0.6824 
0.6806 
0.6846 

1.380 
1.380 
1.381 

2.122 
2.122 
2.122 

) (ξ θ 

Exact 
FEM 
FDM 

1  0.7854 
0.7832 
0.7879 

1.571 
1.570 
1.572 

2.356 
2.357 
2.357 

Exact 
FEM 
FDM 

0  1.250 
1.250 
1.255 

2.622 
2.621 
2.625 

4.435 
4.435 
4.441 

Exact 
FEM 
FDM 

1/3  1.072 
1.070 
1.075 

2.164 
2.164 
2.166 

3.284 
3.285 
3.285 

) (ξ θ′ 

Exact 
FEM 
FDM 

2/3  0.6066 
0.6050 
0.6084 

1.142 
1.142 
1.142 

1.455 
1.455 
1.453 

* เม่ือ Exact คือวิธีเชิงวิเคราะห และFDM คือวิธีผลตางสืบเน่ือง 

3.2 กรณีทีค่ิดน้ําหนักบรรทุกแผกระจายสม่ําเสมอ 
ตัวอยางของปญหานี้ จะวิเคราะห BHA ซึ่งมีน้ําหนักบรรทุก 

ของตัวเองกระทํา ลักษณะของปญหาจะเปนการวิเคราะหปญหา 
การเสียรูปมาก ของแทงวัตถุยื่นมีน้ําหนักบรรทุกแผกระจาย 
สม่ําเสมอกระทํา ตามภาพที่ 8 โดยมีสภาวะขอบเขตของปญหา 
เชนเดียวกับกรณีน้ําหนักกระทําเปนจุดที่ปลาย 

ภาพที่ 8 แทงวัตถุยื่นมีนํ้าหนักบรรทุกแผกระจายสม่ําเสมอ 

สามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันแปรผัน 
( ) ( ) ( )dx x wx dx x EI 

2 
1  L 

0 
1 

L 

0 

2 ∫ ∫ − θ′ = Π  (13) 

ใชการลดรูปของพารามิเตอร 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 d d sin w ~ d 
2 
1 ~ 

1 

1 

0  0 

1 

0 

2 θ′ λ + ξ ξ ξ θ − ξ ξ θ = Π ∫ ∫ ∫ 
ξ 

(14) 

เมื่อ 

EI 
wL w ~ 

3 

=  (15) 

ทําการวิเคราะหโดยแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํานวน 
20 เอลิเมนต เมื่อพิจารณาที่คาน้ําหนักบรรทุกตางๆ ดังนี้  1 w ~ =  , 5 
และ 10 ตามลําดับ 
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ภาพที่ 9 กราฟ Rotation Vs Arc-length parameter 
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ภาพท่ี 10 กราฟ Curvature Vs Arc-length parameter 

3.3 กรณีรูปแบบการเคลือ่นทีข่อง BHA ในหลุมเจาะโคง 
วงกลม 
ในงานวิจัยน้ีจะพิจารณากรณีที่แทงตรง BHA มีน้ําหนักของ 

ตัวเองกระทํามีคาเทากับ w  ซึ่ง BHA จะประกอบดวยตัวควบคุม 
เสถียรภาพ (Stabilizer) ที่ปลาย  ) 0 x ( =  และหัวเจาะที่เคล่ือนที่ 
ไปตามตําแหนงตางๆ  ) L x ( =  ในที่นี้จะสมมุติหัวเจาะเคล่ือนที่ 

…… FEM 
------ PDM 

…… FEM 
------ PDM 

10 w ~ = 

5 w ~ = 

1 w ~ = 

10 w ~ = 

5 w ~ = 

1 w ~ = 

) (ξ θ′ 

ξ 

) (ξ θ
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ภายในหลุมเจาะวงกลมตามวิถีโคงตามภาพที่ 11 จากพิกัดอางอิง 
{ } 1 3  e , e  ตําแหนงแนวโคงกลางของหลุมเจาะและมุมโกงเปนไป 
ตามรูป จุดประสงคของปญหานี้เพ่ือวิเคราะหการเสียรูปของตัว 
แทงตรง BHA เมื่อกําหนดแรงที่ใชในการเจาะเปนตัวที่ทราบคา 

ภาพที่ 11 การเคลื่อนที่ของ BHA ในหลุมเจาะโคงวงกลม 

แรงที่ใชในขบวนการเจาะหาไดจากสมการ 

0 
3 

V K F 
Ω 

=  (16) 

เมื่อ  3 F  คือ แรงที่กระทําจากหัวเจาะกระทําบนหิน 
V  คือ เวกเตอรความเร็วของหัวเจาะ (Rate of penetration) 
0 Ω  คือ ความเร็วเชงิมุมในการเจาะ 

K  คือ ความสัมพันธระหวางแรงกระทําบนหัวเจาะและ 
อัตราการเจาะซึ่งสามารถหาไดจากในหองปฏบิตัิการ 

สามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันแปรผัน 
( ) ( ) ( ) ) L L ( sin F L cos F dx wx dx x EI 

2 
1 

1 0 3 3 0 3 

L 

0 
3 

2 
L 

0 

− θ − θ − + θ = Π ∫ ∫  (17) 

เมื่อ 

 
 
 

 
 
 
 

 
θ − = ∫ 

x 

0 
3 3  dx ) x ( cos L x  (18) 

dx ) x ( cos L 
L 

0 
3 ∫ θ =  และ  ∫ θ = 

L 

0 
1  dx ) x ( sin L  (19) 

ใชการลดรูปของพารามิเตอร 

( ) ( ) ξ  
 
 

 
 
 
 

 
ξ ξ θ − + ξ ξ θ′ = Π ∫ ∫ ∫ 

ξ 

d ) d ) ( cos L ~ w ~ d 
2 
1 ~  1 

0  0 
3 

1 

0 

2 

( ) ) L ~ 1 ( sin F L ~ cos F k  1 0 3 3 0 3 1 − θ − θ −  (20) 

เมื่อ 

EI 
wL w ~ 

3 

=  , 
EI 
L k 
2 

1 =  และ 
L 
a 0 = α  (21) 

ξ ξ θ = ∫  d ) ( cos L ~ 
1 

0 
3  หรือ  ) sin (sin L ~  0 L 3 θ − θ α =  (22) 

∫ ξ ξ θ = 
1 

0 
1  d ) ( sin L ~  หรือ  ) cos (cos L ~  L 0 1 θ − θ α =  (23) 

เพิ่มเงื่อนไขเนื่องจากการเจาะแบบโคงวงกลม โดยเขียนอยูในรูป 
ของตัวคูณลากรองจ (Lagrangian Multipliers) 

( )  
 
 

 
 
 
 

 
θ α − ξ ξ θ + θ α λ ∫  L 

1 

0 
0 1  sin d cos sin 

( )  
 
 

 
 
 
 

 
θ α + ξ ξ θ + θ α − λ ∫  L 

1 

0 
0 2  cos d sin cos  (24) 

สภาวะขอบเขตของปญหา (Boundary Condition) 
0 ) 0 ( θ = θ  (25) 

วิเคราะหโดยแบงชิ้นงานออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํานวน 50 เอลิ 
เมนต โดยกําหนดใหพารามิเตอรที่ใชในการวิเคราะหมีคาดังนี้ 

1 = α  ,  70 L = θ  องศา,  1 k 1 =  และ  5 F 3 = 
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0 w ~ = 

ξ 

) (ξ θ 

5 w ~ = 

5 w ~ − = 

0 w ~ = 

5 w ~ − = 

5 w ~ = 

) (ξ θ′ 

ξ

- NCCE12 - Volume 3 (GTE) - Page 187 -



­1  ­0.8  ­0.6  ­0.4  ­0.2 

­1 

­0.8 

­0.6 

­0.4 

­0.2 

­1  ­0.8  ­0.6  ­0.4  ­0.2 

­1 

­0.8 

­0.6 

­0.4 

­0.2 

­1  ­0.8  ­0.6  ­0.4  ­0.2 

­1 

­0.8 

­0.6 

­0.4 

­0.2 

ภาพที่ 14 ทิศทางการเสียรูปของอุปกรณกานเจาะ 

4.  สรุปผล 
จากผลการวิจัยที่ไดเมื่อวิเคราะหการเสียรูปของแทงวัตถุใน 

กรณีตางๆ ซึ่งคาที่ไดจะอยูในรูปของคามุมโกง (Rotation) และ 
คาความโคง (Curvature) เทียบกับความยาวสวนโคงที่ระยะตางๆ 
ซึ่งคาที่ไดนั่นเมื่อเทียบกับวิธีเชิงตัวเลขตางๆ ไมวาจะเปนวิธีเชิง 
วิเคราะห วิธีงานพลังงาน วิธีผลตางสืบเนื่อง จะไดวาในกรณีที่ 

คิดน้ําหนักกระทําเปนจุดที่ปลายและกรณีคิดน้ําบรรทุกกระทําแผ 
กระจายสม่ําเสมอ เมื่อนําผลเฉลยที่ไดจากการวิเคราะหไปเปรียบ 
กับวิธีเชิงตัวเลขอ่ืนๆ ดังที่ไดแสดงในกราฟและตารางจะไดวา 
คาที่ไดจากการวิเคราะหโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีคาใกลเคียงกับ 
วิธีอื่นๆ สําหรับกรณีรูปแบบการเคล่ือนของ BHA ในหลุมเจาะ 
โคงวงกลม คาน้ําหนักบรรทุกที่สมมุติใหกระทําเปนบวกจะ 
หมายถึงน้ําหนักบรรทุกของตัว BHA ที่กระทําใหเกิดการโกงตัว 
สําหรับกรณีที่แทนคาน้ําหนักบรรทุกเปนลบจะหมายถึงกรณีซึ่ง 
เกิดจากแรงที่ผิวสัมผัสกระทําระหวางหินกับตัวอุปกรณกานเจาะ 

ในงานวิจัยน้ีจะเปนการวิเคราะหรูปแบบการเจาะเบี้องตนซึ่ง 
จะพิจารณาในกรณีที่วัตถุอยูในระนาบ 2 มิติ ซึ่งคามุมโกงหรือคา 
ความโคงที่ไดจะเปนตัวบอกถึงการเสียรูปของอุปกรณกานเจาะ 
วามีความเบี่ยงเบนไปจากทิศทางการเจาะเทาใด 
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